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Introduction
®0

Motivation

@ Reproduction non satisfaisante des systémes du monde réel par des
modéles a formalisme unique.

@ Intérét croissant pour les modéles hybrides.

@ Absence de méthodes de vérification symbolique pour I'étude du
comportement des systémes dynamiques hybrides.
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@ Reproduction non satisfaisante des systémes du monde réel par des
modéles a formalisme unique.

@ Intérét croissant pour les modéles hybrides.

@ Absence de méthodes de vérification symbolique pour I'étude du
comportement des systémes dynamiques hybrides.

Nouvelle méthode pour étudier la
dynamique d'un systéme continu.
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O/ED

(b)
Figure — [(a)-(b)]- Modélisation de systémes d'EDO sous forme de chaine de
Markov a temps discret.
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Définitions et notations

Equation Différentielle Ordinaire(EDO)

Soit £ : R” x R™ — R". On considére un probléme de Cauchy associé a
une EDO :

dx
L) = £(x(0).),

(1)
x(0) = xo.

@ x(t,xp,A) : trajectoire du systéme continu,
e [0, T,] : domaine de définition de x,

@ ® C (R™)" : espace de phase compact.
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Chaine de Markov

Définition
Une chaine de Markov est un
tuple M = (S, sp, P) ou
@ S : ensemble fini d'états,
@ sp € S : état initial,
@ P:SxS —[0,1] : fonction
de probabilité de transition
tel que tout état s :

Figure — Chaine de Markov
Y P(s,s') = 1.
s’'eS

On considére la matrice des probabilités de transition P = (P"J)1<ij<q'
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Définition de la chaine de Markov : paramétres de la
construction

Relation entre les paramétres et la

chaine de Markov

e e M(.@) = (2.0, P
d'observation des
trajectoires x(t, xo), e C; € Q: état de la chaine de
o QO = {Citi<i<q: Markov.
partition de ®. @ 7 : détermination d'existence
d'une transition entre deux
états.
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Définition symbolique de la chaine de Markov :
détermination des probabilités

s . e i r (DT
On considére la matrice des probabilités de transition P™ = (P,-J) 1<ij<q
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Définition symbolique de la chaine de Markov :
détermination des probabilités

Rappel

On considére la matrice des probabilités de transition P™ = (PT-

Ti<ii<a
o]

Valeur des probabilités de transition

ﬁ ) Pour tout (i,j) € {1,...,9}2, ona:
i P o T/, ={x €Ci | x(7,x0) € Cj}.

/
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Estimation numérique de la chaine de Markov par la
vérification statistique de modéle(SMC)

On considére la matrice de probabilités de transition approchées

2 = s

Calcul de I5,-fj

Pour tout (i,j) € {1,...,q}2, on considére :
@ Propriété : " pour xo, € Cj, on a x(7,xp,r) € Cj".
@ Pour M simulations, on effectue :

© une génération aléatoire de xp , € Cj,
© une vérification de la propriété,
© une mise a jour du compteur : 1 pour la propriété satisfaite et O sinon.

@ La valeur de P7; : moyenne de la valeur finale du compteur sur M.

9/17



Introduction
[o]e]

Quelques définitions  Abstraction du systéme en chaine de Markov
o 000e00

ggglgée de la chaine de Markov
Estimation numérique de la chaine de Markov par la
vérification statistique de modéle(SMC)

i

J

N simulations
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Précision de la valeur de probabilité approchée

Choix du nombre de simulations M

@ Si M suffisamment grand, alors
o P(‘Fﬂ)f,j_PiTﬂga)Zl—ev
o) ]P’( o go/) >1-¢, Vie{l,... q
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[llustration : Estimation de la chaine de Markov pour un

systéme bi-stable

Systéme bistable

®
®
®

dy _

&=y —x(x-1)(x-2),
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Yo ()
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x Chaine de Markov a 9
éléments, pour un temps
Figure — Portrait de phase »1.

pour un systéme bi-stable.
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[llustration : Estimation de la chaine de Markov pour un

systéme bi-stable

Systéme bistable

Figure — Portrait de phase
pour un systéme bi-stable.
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Systéme bistable

Figure — Portrait de phase
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Analyse asymptotique de la chaine de Markov

Dynamique asymptotique

@ Pour 7 suffisamment grand,
la chaine de Markov
reproduit dynamique
asymptotique du systéme
d'EDO.
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Figure — Portrait de phase pour un
systéme bi-stable.



raction du systéme en chaine de Markov ~ Analyse de la chaine de Markov
000 90000

Introduction Quelques définitions

Analyse asymptotique de la chaine de Markov

Dynamique asymptotique

@ Pour 7 suffisamment grand,
la chaine de Markov
reproduit dynamique
asymptotique du systéme
d'EDO.
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Figure — Portrait de phase pour un

systéme bi-stable.
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Recherche d'autres points d'équilibre
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Analyse transitoire de la chaine de Markov

0.167 C@

0.231

Dynamique transitoire

@ Pour 7 suffisamment ~
0.502CG’

petit, la chaine de
Markov reproduit la
dynamique transitoire du 0-476

systéme d'EDO.
0.856 CGV (693 0518

Chaine de Markov reproduisant la
dynamique transitoire.

0.130
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Analyse transitoire de la chaine de Markov

Dynamique transitoire

@ Pour 7 suffisamment ~
petit, la chaine de 0.502 CG“ 0.828
Markov reproduit la
dynamique transitoire du 0-130
systéme d'EDO.
0.856@61/ 0.518

Chaine de Markov reproduisant la
dynamique transitoire.
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Cas d'étude : SIR(sain, infecté, récupéré)

Chaine de Markov approchée MV(T, Q) reproduisant la dynamique transitoire
du modéle épidémiologique. (a) Lorsque Ry < 1, I'équilibre sans maladie
Ep appartient a la cellule C;. (b) Lorsque Ry > 1, I'équilibre endémique E;
appartient a la cellule C4.
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Conclusion

@ Nouvelle technique d'abstraction de systémes continu sous forme de
chaine de Markov.
o Etude de la validité du modéle :

- Analyse asymptotique.
- Analyse transitoire.

@ Application a un cas épidémiologique : SIR.
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0000@

Conclusion

@ Nouvelle technique d'abstraction de systémes continu sous forme de
chaine de Markov.

o Etude de la validité du modéle :

- Analyse asymptotique.
- Analyse transitoire.

@ Application a un cas épidémiologique : SIR.

Perspective

@ Couplage de chaines de Markov par des systémes discrets pour faire
des contréles.

@ Analyse plus approfondie de I'influence de (7, Q) sur les résultats de la
Chaine de Markov.
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