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Motivation

Contexte
Reproduction non satisfaisante des systèmes du monde réel par des
modèles à formalisme unique.
Intérêt croissant pour les modèles hybrides.
Absence de méthodes de vérification symbolique pour l’étude du
comportement des systèmes dynamiques hybrides.

Objectif
Nouvelle méthode pour étudier la
dynamique d’un système continu.
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Contribution

Figure – [(a)-(b)]- Modélisation de systèmes d’EDO sous forme de chaîne de
Markov à temps discret.
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Définitions et notations

Équation Différentielle Ordinaire(EDO)

Soit f : Rn × Rm 7−→ Rn. On considère un problème de Cauchy associé à
une EDO : 

dx
dt

(t) = f
(
x(t), λ

)
,

x(0) = x0.
(1)

Notations
x(t, x0, λ) : trajectoire du système continu,
[0,Tx0 ] : domaine de définition de x ,
Φ ⊂ (R+)n : espace de phase compact.
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Chaîne de Markov

Définition
Une chaîne de Markov est un
tuple M = (S , s0,P) où

S : ensemble fini d’états,
s0 ∈ S : état initial,
P : S × S → [0, 1] : fonction
de probabilité de transition
tel que tout état s :

Σ
s′∈S

P(s, s ′) = 1.
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C3 C4
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1

Figure – Chaîne de Markov

On considère la matrice des probabilités de transition P =
(
Pi ,j

)
1≤i ,j≤q

.

6 / 17



Introduction Quelques définitions Abstraction du système en chaîne de Markov Analyse de la chaîne de Markov

Définition de la chaîne de Markov : paramètres de la
construction

Les paramètres
• τ : temps

d’observation des
trajectoires x(t, x0),

• Q = {Ci}1≤i≤q :
partition de Φ.

Relation entre les paramètres et la
chaîne de Markov

M(τ,Q) = (Q, C0,P
τ )

Ci ∈ Q : état de la chaîne de
Markov.
τ : détermination d’existence
d’une transition entre deux
états.
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Définition symbolique de la chaîne de Markov :
détermination des probabilités

Rappel

On considère la matrice des probabilités de transition Pτ =
(
Pτ
i ,j

)
1≤i ,j≤q

.

Valeur des probabilités de transition

Pour tout (i , j) ∈ {1, . . . , q}2, on a :
T τ
i ,j = {x0 ∈ Ci | x(τ, x0) ∈ Cj}.

Pτ
i ,j =

µ(T τ
i ,j)

µ(Ci )
.∑

1≤j≤q P
τ
i ,j = 1.
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Estimation numérique de la chaîne de Markov par la
vérification statistique de modèle(SMC)

On considère la matrice de probabilités de transition approchées
P̃τ =

(
P̃τ
i ,j

)
1≤i ,j≤q

.

Calcul de P̃τ
i ,j

Pour tout (i , j) ∈ {1, . . . , q}2, on considère :
Propriété : ” pour x0,r ∈ Ci , on a x(τ, x0,r ) ∈ Cj”.
Pour M simulations, on effectue :

1 une génération aléatoire de x0,r ∈ Ci ,
2 une vérification de la propriété,
3 une mise à jour du compteur : 1 pour la propriété satisfaite et 0 sinon.

La valeur de P̃τ
i ,j : moyenne de la valeur finale du compteur sur M.
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Estimation numérique de la chaîne de Markov par la
vérification statistique de modèle(SMC)
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Précision de la valeur de probabilité approchée

Choix du nombre de simulations M

Si M suffisamment grand, alors

1 P(|P̃τ
i ,j − Pτ

i ,j | ≤ α) ≥ 1 − θ,

2 P
(∑q

j=1 P̃
τ
i ,j − 1 ≤ α′

)
≥ 1 − θ′, ∀i ∈ {1, . . . , q}.
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Illustration : Estimation de la chaîne de Markov pour un
système bi-stable
Système bistable{

dx
dt = y − x(x − 1)(x − 2),
dy
dt = x − y .
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x̄3

x
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x̄1

Figure – Portrait de phase
pour un système bi-stable.
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Analyse asymptotique de la chaîne de Markov

Dynamique asymptotique
Pour τ suffisamment grand,
la chaîne de Markov
reproduit dynamique
asymptotique du système
d’EDO.
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Recherche d’autres points d’équilibre

C′
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Analyse transitoire de la chaîne de Markov

Dynamique transitoire
Pour τ suffisamment
petit, la chaîne de
Markov reproduit la
dynamique transitoire du
système d’EDO.

C1 C2 C3

C4 C5 C6

C7 C8 C9

0.856
0.132
0.005

0.627

0.141

0.112 0.121

0.518

0.4760.130

0.003
0.502

0.363

0.456

0.517

0.015

0.828

0.1630.231

0.169

0.167
0.422

0.052
0.015
0.161

0.776
1

1

1

Chaîne de Markov reproduisant la
dynamique transitoire.
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Cas d’étude : SIR(sain, infecté, récupéré)

SIR
dS
dt = Λ− µS − ω IS

N , dI
dt = ω IS

N − (γ + µ)I , dR
dt = γI − µR.

C4 C1

C2

C3

0.9102
0.0852

1

0.323

0.6711 0.0009

0.6883

0.2929
0.0058

S

R
I

Φ

(a)

C4 C1

C2

C3

0.975

0.0218
0.003

0.8299
0.1807

0.0014

0.6553

0.356

0.6883

0.314

0.0049

(b)

Chaîne de Markov approchée M̃(τ,Q) reproduisant la dynamique transitoire
du modèle épidémiologique. (a) Lorsque R0 < 1, l’équilibre sans maladie
E0 appartient à la cellule C1. (b) Lorsque R0 > 1, l’équilibre endémique E1
appartient à la cellule C4.
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Conclusion

Résumé
Nouvelle technique d’abstraction de systèmes continu sous forme de
chaîne de Markov.
Étude de la validité du modèle :

- Analyse asymptotique.
- Analyse transitoire.

Application à un cas épidémiologique : SIR.

Perspective
Couplage de chaînes de Markov par des systèmes discrets pour faire
des contrôles.
Analyse plus approfondie de l’influence de (τ,Q) sur les résultats de la
Chaîne de Markov.
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